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1. Einleitung

Diese kurze Arbeit stellt vier optimale Losungen fiir das sogenannte Split Deli-
very Vehicle Routing Problem with Time Windows (SDVRPTW) vor. Eine detail-
lierte Beschreibung dieser Problemklasse findet man in [Des2010]. Diese Arbeit
nimmt insofern eine Erweiterung gegeniiber [Des2010] vor, als dass hier mehrere
(vier) LKW-Typen zugelassen wurden und gegeniiber [Mu2011], dass Zeitfenster
hinzugekommen sind. Die hier vorgestellten optimalen Beispiel-Losungen wurden
mit einem gemischt ganzzahligem Linearen Programm in der Sprache GMPL be-
schrieben und mittels IBM-ILOG-CPLEX-Solver in der Version 12.3 berechnet.
Als Zwischenformat diente das Ip-Format. Es werden sdmtliche Eingabedaten
und Parameter angegeben, so dass Hersteller von Tourenplanungssoftware und
deren Nutzer die hier vorgestellten Losungen als Mafistab fiir die Qualitédt ihrer
Software verwenden koénnen. Die hier betrachteten Probleme haben eine kom-
binatorische Komplexitét, d.h. ab einer gewissen Problemgréfie wird es niemals
optimale Losungen mit den heutigen Computerarchitekturen geben kénnen. Weil
in der Praxis aber haufig gar nicht so grofle Problemstellungen auftreten, z.B.
weil ein LKW-Fahrer pro Tag nur eine begrenzte Zeit, z.B. 600 Minuten, einen
LKW lenken darf, oder eine Firma ihr Vertriebsgebiet bereits in Vertriebsgebie-
te mit weniger als zehn Orten aufgeteilt hat, wird weltweit nach Methoden zur
Bestimmung optimaler Losungen des SDVRPTW gesucht.

2. Vier Beispielszenarien

Die folgenden Beispiele beziehen sich samtlich auf Lastkraftwagen (LKW) | die
exemplarisch ihre Waren vollstdndig auf Euro-Paletten aufnehmen. Ein Sattel-
schlepper kann z.B. 33 Europaletten aufnehmen, hat also eine Fliche vom 33
fachen einer Europalette, ein kleinerer LKW mit Anhénger nimmt 36 Paletten
und ohne Anhénger 18 oder auch nur 15 Paletten auf, je nach Gewicht. Es werden
zehn bzw. acht Orte betrachtet, die von einem Depot aus zu beliefern sind. Die
Bedarfe der Orte werden in Stiick Paletten angegeben. Die Paletten sind beladen,
z.B. mit Plastikkéisten oder Kartons.

Es wird davon ausgegangen, dass beliebig viele konkrete Fahrzeuge aller betrach-
teten LKW-Typen vorhanden sind. Eine Variante mit begrenzter Anzahl von
LKW je Typ ist in Vorbereitung. Dazu reicht es jedoch nicht, nur die Anzahl der
Touren fiir alle zugelassenen LKW-Typen zu beschranken, weil ein LKW, insbe-
sondere bei kurzen Touren, innerhalb einer Schicht mehrere Touren durchfiithren
kann.

Das Depot hat ein beliebiges aber festes Zeitfenster, die Orte Nr. 1 bis 10 konnen
hochstens zwei Zeitfenster festlegen. Die Zeitfensterangaben sind relativ zu einem
Startpunkt '0” in Minuten. Das Zeitfenster des Depots schliesst in allen Beispielen
nach 900 Minuten.

Gesucht ist ein Tourenplan mit minimalen Kosten, die sich aus Fahr-, Entlade-
und Wartekosten zusammensetzen, der alle Bedarfe von einem Depot innerhalb
der festgesetzten Zeitfenster befriedigt.



Eingabedaten und Parameter

Eingabedaten sind im Vergleich zu Parametern volatiler. In der folgenden Tabelle
1 sind zehn Adressparameter enthalten.

Tabelle 1: Zehn reale Postadressen in Siiddeutschland

Kunde Strafie Hausnummer | PLZ | Ort

Depot Bleichstrafle 6 89077 | Ulm
Kundel | Narzissenweg 1 70374 | Stuttgart
Kunde2 | Allee 4 74072 | Heilbronn
Kunde3 | Alte Gasse 22 86152 | Augsburg
Kunde4 | Am Westpark 5 85057 | Ingolstadt
Kundeb | Steinstrafie 27 81667 | Miinchen
Kunde6 | Schleifweg 28 91522 | Ansbach
Kunde7 | Grabenstrafle 22 73033 | Goppingen
Kunde8 | Gottmannplatz 2 78467 | Konstanz
Kunde9 | Im Weiler 25 72770 | Reutlingen
Kundel0O | Herderstrafeb 76185 | Karlsruhe

Auch die hieraus per Geoinformatik gewonnene Entfernungsmatrix (siehe Tabelle
2) gehort zu den Parametern.

Ihre Werte bestehen aus Fahrminuten fiir schnelle LKW mit Autobahnbenutzung.
Die Qualitdt der Entfernungsdaten ist fiir die Optimierung sehr wichtig. Nur
wenn die Entfernungsdaten die sogenannte Dreiecksungleichung erfiillen, sind die
Ergebnisse der Optimierung sinnvoll. Die Dreiecksungleichung besagt, dass die
direkte Entfernung zwischen zwei Orten niemals grofler sein darf als ein Umweg
iiber einen dritten Ort.

Tabelle 2: Entfernungsmatrix fiir Depot und zehn Orte in Minuten

Orte | NrO|Nrl1l | Nr2 | Nr3|Nr4|Nrb5|Nr6|Nr7|Nr8|Nr9 | Nrl0
Nr 0 . 100 | 133 75| 157 | 133 | 127 70 | 209 | 113 138
Nr 1 100 . 66 | 159 | 241 | 217 | 148 63 | 172 79 90
Nr 2 133 66 . 191 | 204 | 249 | 106 | 112 | 195 | 114 86
Nr 3 75| 159 | 191 .| 100 76 | 171 | 127 | 242 | 171 195
Nr 4 157 | 241 | 204 | 100 . 82 | 127 | 206 | 317 | 250 274
Nr 5 133 | 217 | 249 76 82 . 183 | 185 | 262 | 229 253
Nr 6 127 | 148 | 106 | 171 | 127 | 183 . 155 ) 277 | 196 175
Nr 7 70 63 | 112 | 127 | 206 | 185 | 155 . 188 87 112
Nr 8 209 | 172 | 195 | 242 | 317 | 262 | 277 | 188 .| 156 200
Nr 9 113 79| 114 | 171 | 250 | 229 | 196 87 | 156 . 117
Nr 10 | 138 90 86 | 195 | 274 | 253 | 175 | 112 | 200 | 117




Aus der Praxis wurden folgende Umrechnungsfaktoren fiir eine Fahrminute in
Abhéngigkeit vom LKW-Typ in Euro vorgegeben.

Tabelle 3: Kosten je Fahrminute in Abhéngigkeit von der LKW-Kapazitét

LKW-Kapazitit | LKW-Kosten
15 Paletten 0,61
18 Paletten 0,62
33 Paletten 0,91
36 Paletten 0,92

Die LKW-Kosten in Tabelle 3 stellen Euro je Fahrminute dar.

Servicezeiten tragen der Tatsache Rechnung, dass man zur Entladung von LKW
Zeit benotig. Sie sind normalerweise mengenabhéngig.

Zur Vereinfachung sind hier Servicezeiten lediglich ortsabhéngig und nicht von der
Anzahl der auszuladenden Zahl von Paletten abhéngig. Die Kosten einer Service-
zeitminute werden iiber ortsabhéngige Faktoren (SZ-Kosten/Minute) ermittelt.
Auf Grund der Zeitfenster kann es vorkommen, dass LKW warten miissen, bevor
die Abladung beginnen kann. Eine Warteminute kostet hier konstant 0,50 Euro,
ist also vom LKW-Typ unabhéngig. Wenn man diesen Wert LKW-Typ-abhéngig
machen wiirde, bekdme man eine quadratische Zielfunktion.

3. Die Ein-und Ausgabedaten im tabellarischen
Uberblick

In den folgenden Tabellen 4 und 5 sind die Bedarfe die Eingabedaten, die anderen
Merkmale (Zeitfenster, Servicezeiten usw.) gehoren zu den Parametern. Das De-
pot habe eine Zeitfensterobergrenze von 900 Minuten. Alle Zeitangaben verstehen
sich in Minuten relativ zum Startzeitpunkt 0.

Tabelle 4: Eingabedaten sowie Parameter fiir ein SDVRPTW fiir die ersten fiinf
Orte

Orte mit Zeitfenstern, Serviczezeiten und Bedarfen
Orte Ortl Ort2 Ort3 Ort4 Orth
Bedarfe in Paletten 50 60 300 80 90
Zeitfenster 1 237-257 | 343-460 | 60-480 | 180-660 120-720
Zeitfenster 2 420-540 | 600-840
Servicezeiten 20 20 20 20 20
SZ-Kosten/Min. 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5




Tabelle 5: Eingabedaten sowie Parameter fiir ein SDVRPTW fiir die zweiten fiinf
Orte

Orte mit Zeitfenstern, Serviczezeiten und Bedarfen
Orte Ort6 Ort7 Ort8 Ort9 Ort10
Bedarfe in Paletten 100 110 120 130 140
Zeitfenster 1 60-780 | 120-720 | 180-840 | 60-780 120-600
Zeitfenster 2
Servicezeiten 6 2 4 2 8
SZ-Kosten/Min. 0,5 1 0,5 1 0,5

Mit den Eingabedaten und Parametern aus den Tabellen 4 und 5 wurde folgende
optimale Losung mit einem Zielfunktionswert (ZEW) von 7908,99 Euro ermittelt.

Tabelle 6: Optimale Losung fiir ein SDVRPTW mit Eingabedaten und Parame-
tern nach Tabellen 4 und 5, ZFW=7908,99 Euro

Errechnete Stich- und Rundtouren
Orte Ortl ‘ Ort2 ‘ Ort3 ‘ Ort4 ‘ Ort5 ‘ Ort6 ‘ Ort7 ‘ Ort8 ‘ Ort9 ‘ Ort10
LKW-Typ Errechnete Stichtouren im Optimum
36er 1 7 2 2 2 3 3 3 3
33er 2 1 1
18er 1
15er 1
Restbedarfe 14 0 0 8 0 28 2 12 22 0
LKW-Typ Errechnete Rundtouren im Optimum
36er 1 2
15er 2 1
36er 2 1

Die Zahlen in den Ortsspalten geben bei Rundtouren eine Reihenfolge, in der die
Orte anzufahren sind, an. Bei den Stichtouren stellen sie deren Anzahl dar.



In der folgenden Tabelle ist eine Haufigkeitsanalyse der LKW-Typen in den Er-
gebnistouren notiert.

Tabelle 7: Zusammenfassung der Ergebnistouren aus dem Beispiel von Tabelle 4

LKW-Typ | Anzahl Touren | Maximale Transportmenge
36 28 1008

33 4 132

18 1 18

15 2 30

Summe 35 1188

Bei einer Gesamtbedarfsmenge von 1180 Paletten in allen zehn Orten zusam-
men ergibt das eine prozentuale Auslastung der Ladekapazitat der LKW bei der
Abfahrt vom Depot von 99,33 %.

Das zweite Beispiel unterscheidet sich vom ersten Beispiel nur in den etwas en-
geren ersten Zeitfenstern in den Orten Nr. 4 und Nr.6.

Tabelle 8: Eingabedaten sowie Parameter fiir ein zweites SDVRPTW fiir die
ersten fiinf Orte

Orte mit Zeitfenstern, Serviczezeiten und Bedarfen
Orte Ortl Ort2 Ort3 Ort4 Orth
Bedarfe in Pal. 50 60 300 80 90
Zeitfenster 1 237-257 | 343-460 | 60-480 | 270-290 120-720
Zeitfenster 2 420-540 | 600-840
Servicezeiten 6 2 4 2 8
SZ-Kosten/min 0,5 1 0,5 1 0,5

Tabelle 9: Eingabedaten sowie Parameter fiir ein zweites SDVRPTW fiir die
zweiten fiinf Orte

Orte mit Zeitfenstern, Serviczezeiten und Bedarfen
Orte Ort6 Ort7 Ort8 Ort9 Ort10
Bedarfe in Pal. 100 110 120 130 140
Zeitfenster 1 147-153 | 120-720 | 180-840 | 60-780 120-600
Zeitfenster 2
Servicezeiten 6 2 4 2 8
SZ-Kosten/min 0,5 1 0,5 1 0,5

Mit den Eingabedaten und Parametern aus den Tabellen 8 und 9 wurde folgende
optimale Losung mit einem Zielfunktionswert (ZEW) von 7913,99 Euro ermittelt.
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Tabelle 10: Optimale Losung fiir ein SDVRPTW mit Eingabedaten und Parame-
tern nach Tabellen 8 und 9, ZFW=7913,99 Euro

Errechnete Stich- und Rundtouren
Orte Ortl \ Ort2 \ Ort3 \ Ort4 \ Ort5 \ Ort6 \ Ort7 \ Ort8 \ Ort9 \ Ort10
LKW-Typ Errechnete Stichtouren im Optimum
36er 1 7 2 2 2 3 3 3
33er 2 1 1
18er 1
15er 1
Restbedarfe 14 0 0 8 0 28 2 12 22 0
LKW-Typ Errechnete Rundtouren im Optimum
36er 4 1
15er 2 1
36er 2 1

Die Haufigkeitsanalyse des Ergebisses aus Tabelle 12 stimmt mit derjenigen aus
Tabelle 6 iiberein, ebenso die Auslastungskennziffer.

Auf Grund des neuen sehr engen Zeitfensters (127-133) im Ort Nr. 6 beim zweiten
Beispiel muss auf der ersten Rundtour aus Tabelle 12 zuerst der Ort Nr. 6 ange-
fahren werden. Die Weiterfahrt nach Ort Nr. 4 oder der Beginn der Entladung
in Ort Nr. 6 erfordert eine LKW-Wartezeit von zehn Minuten (ergibt fiinf Euro
Mehrkosten), da das Zeitfenster im Ort Nr. 4 erst nach 270 Minuten 6ffnet, der
LKW aber schon nach 260 Minuten ankommt, weil es vom Depot zum Ort Nr.
6 127 Minuten bedarf, und vom Ort Nr. 6 zum Ort Nr. 4 ebenfalls 127 Minuten
zuziiglich 6 Minuten Servicezeit im Ort Nr. 6.

Bei Bedarfen modulo 36 ergeben sich die folgenden zwei Ergebnistabellen:

Tabelle 11: Optimale Losung fiir ein SDVRPTW mit Palettenbedarfen modulo
36, Zeitfenster und Servicezeiten nach Tabellen 4 und 5, ZEW=1744,27 Euro

Errechnete Stich- und Rundtouren
Orte Ortl ‘ Ort2 ‘ Ort3 ‘ Ort4 ‘ Ortb ‘ Ort6 ‘ Ort7 ‘ Ort8 ‘ Ort9 ‘ Ort10
LKW-Typ Errechnete Stichtouren im Optimum
33er 1 1
18er 1
15er 1
LKW-Typ Errechnete Rundtouren im Optimum
36er 1 2
15er 2 1
36er 1 2




Tabelle 12: Optimale Losung fiir ein SDVRPTW mit Palettenbedarfen modulo
36, Zeitfenster und Servicezeiten nach Tabellen 8 und 9, ZFW=1749,27 Euro

Errechnete Stich- und Rundtouren
Orte Ortl ‘ Ort2 ‘ Ort3 \ Ort4 \ Ort5 \ Ort6 \ Ort7 \ Ort8 \ Ort9 \ Ort10
LKW-Typ Errechnete Stichtouren im Optimum
33er 1 1
18er 1
15er 1
LKW-Typ Errechnete Rundtouren im Optimum
36er 1 2
15er 2 1
36er 2 1

Im dritten Beispiel werden aus Rechenzeitgriinden nur acht Orte betrachtet und
das Depot habe wieder eine Zeitfensterobergrenze von 900 Minuten und alle Orte
besitzen ein zweites Zeitfenster. Die Bedarfe und fast alle weiteren Parameter
(ausser den Zeitfenstern) sind darin identisch zu den anderen beiden Beispielen.

Tabelle 13: Eingabedaten sowie Parameter fiir ein drittes SDVRPTW fiir die
ersten fiinf Orte

Orte mit Zeitfenstern, Serviczezeiten und Bedarfen
Orte Ortl Ort2 Ort3 Ort4 Orth
Bedarfe in Paletten 50 60 300 80 90
Zeitfenster 1 180-300 | 120-420 | 60-360 0-240 180-420
Zeitfenster 2 540-660 | 600-780 | 480-720 | 420-600 480-720
Servicezeiten 20 20 20 20 20
SZ-Kosten/Minute 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5

Mit den Eingabedaten und Parametern aus den Tabellen 13 und 14 wurde fol-
gende optimale Losung mit einem Zielfunktionswert (ZFW) von 6063,16 Euro
ermittelt.

Eine Berechnung mit Bedarfen Modulo 36, also 14, 24, 12, 8, 18, 28, 2, 12, ergab
hier einen optimalen Wert von 1299,30 Euro. In dieser Losung gibt es nur noch
zwei Stichtouren zu den Orten Nr.3 (15er) und Nr.5 (18er). Die Rundtouren aus
Tabelle 15 bleiben fast erhalten, es dndert sich nur die Richtung.
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Tabelle 14: Eingabedaten sowie Parameter fiir ein drittes SDVRPTW fiir die
letzten drei Orte

Orte mit Zeitfenstern, Serviczezeiten und Bedarfen
Orte Ort6 Ort7 Ort8
Bedarfe in Paletten 100 110 120
Zeitfenster 1 150-330 | 180-450 180-360
Zeitfenster 2 450-630 | 540-720 480-660
Servicezeiten 6 2 4
SZ-Kosten /Minute 0,5 1 0,5

Tabelle 15: Optimale Losung fiir ein SDVRPTW mit Eingabedaten und Parame-
tern nach Tabellen 13 und 14, ZFW= 6063,16 Euro

Errechnete Stich- und Rundtouren
Orte Ortl ‘ Ort2 ‘ Ort3 ‘ Ort4 ‘ OrtH ‘ Ort6 ‘ Ort7 ‘ Ort8
LKW-Typ Errechnete Stichtouren im Optimum
36er 1 1 6 2 2 2 3 3
33er 2
18er 1 1
Restbedarfe 14 24 0 8 0 28 2 12
LKW-Typ Errechnete Rundtouren im Optimum
36er 1 2
36er 1 2
18er 2 1 3

In der folgenden Tabelle ist wieder eine Haufigkeitsanalyse der LKW-Typen in
den Ergebnistouren notiert.

Tabelle 16: Zusammenfassung der Ergebnistouren aus dem Beispiel von Tabelle
15

LKW-Typ | Anzahl Touren | Maximale Transportmenge
36 22 792

33 2 66

18 3 54

Summe 27 912

Bei einer Gesamtbedarfsmenge von 910 Paletten in allen acht Orten zusammen
ergibt das eine prozentuale Auslastung der Ladekapazitit der LKW bei der Ab-
fahrt vom Depot von 99,78 %.
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Das folgende 4. Beispiel ist fast identisch zum vorherigen bis auf das Fehlen des

zweiten Zeitfensters bei den Orten Nr. 3 bis 8.

Tabelle 17: Eingabedaten sowie Parameter fiir ein viertes SDVRPTW fiir die

ersten funf Orte

Orte mit Zeitfenstern, Serviczezeiten und Bedarfen
Orte Ortl Ort2 Ort3 | Ort4 Orth
Bedarfe in Paletten 50 60 300 80 90
Zeitfenster 1 180-300 | 120-420 | 60-360 | 0-240 180-420
Zeitfenster 2 540-660 | 600-780
Servicezeiten 20 20 20 20 20
SZ-Kosten/Minute 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5

Tabelle 18: Eingabedaten sowie Parameter fiir ein viertes SDVRPTW fiir die

letzten drei Orte

Orte mit Zeitfenstern, Serviczezeiten und Bedarfen
Orte Ort6 Ort7 Ort8
Bedarfe in Paletten 100 110 120
Zeitfenster 1 150-330 | 180-450 180-360
Zeitfenster 2
Servicezeiten 6 2 4
SZ-Kosten/Minute 0,5 1 0,5

Mit den Eingabedaten und Parametern aus den Tabellen 17 und 18 wurde fol-
gende optimale Losung mit einem Zielfunktionswert (ZFW) von 6073,06 Euro
ermittelt.Es sind zwar sechs Nebenbedingungen weggefallen, was aber nicht zu
dem Trugschluss fithren darf, dass wir ein besseres optimales Ergebnis erhalten.
Im Gegenteil, der Wert der Zielfunktion ist um ca. 10 Euro schlechter geworden.
Das liegt daran, dass durch das Wegfallen von sechs Zeitfenstern auch Moglich-
keiten der Entladung wegfallen.

Eine Berechnung mit Bedarfen Modulo 36 ergab hier einen optimalen Wert von
1309,20 Euro. Die Rundtouren sind dabei erhalten geblieben. Stichtouren gibt
es nur noch zum 3. Ort mit einem 15er LKW sowie zum 5. Ort mit einem 18er

LKW.

Ausserdem haben sich Anderungen bei den Stichtouren zum Ort Nr. 3 sowie bei
der ersten und dritten Rundtour ergeben.

In der folgenden Tabelle ist wieder eine Haufigkeitsanalyse der LKW-Typen in den
Ergebnistouren notiert. Bei einer Gesamtbedarfsmenge von 910 Paletten in allen
acht Orten zusammen ergibt das eine prozentuale Auslastung der Ladekapazitét
der LKW bei der Abfahrt vom Depot von 99,78 %.
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Tabelle 19: Optimale Losung fiir ein SDVRPTW mit Eingabedaten und Parame-
tern nach Tabellen 17 und 18, ZEFW=6073,06 Euro

Errechnete Stich- und Rundtouren
Orte Ortl \ Ort2 \ Ort3 \ Ort4 \ Orth \ Ort6 \ Ort7 \ Ort8
LKW-Typ Errechnete Stichtouren im Optimum
36er 1 1 7 2 2 2 3 3
33er 1
18er 1
15er 1
Restbedarfe 14 24 0 8 0 28 2 12
LKW-Typ Errechnete Rundtouren im Optimum
36er 2 1 3
36er 1 2
18er 2 1

Tabelle 20: Zusammenfassung der Ergebnistouren aus dem Beispiel von Tabelle
19

LKW-Typ | Anzahl Touren | Maximale Transportmenge
36 23 828

33 1 33

18 2 36

15 1 15

Summe 27 912

4. Schlussbemerkungen

Die vorgestellten Losungen sind fiir gleichzeitig mehrere LKW-Typen neuartig.
Die Schwachstelle des zugrundeliegenden Linearen Programms ist die Losungs-
zeit. Die erste optimale Losung bendtigte auf einem 64-Bit Notebook mit acht
GB RAM eine Einstellungszeit von 10266 Sekunden. (Damit ist die Zeit gemeint,
nach der sich die Losung einstellte.) Nach ca. 150 Sekunden war man allerdings
nur noch 2 % von der optimalen Losung entfernt.

Die zweite Losung benétigte auf dem selben Notebook eine Einstellungszeit von
3150 Sekunden. Einen GAP von 2 % erreichte man hier nach 440 Sekunden.
Die dritte Losung bendtigte auf dem selben Notebook eine Einstellungszeit von
312 Sekunden bei einem GAP von 1,93.

Das vollstandige Durchlaufen bis zum GAP von 0 % dauerte beim ersten Beispiel
ca. zwei Tage, beim zweiten Beispiel 21112 Sekunden (ca. sechs Stunden), beim
dritten Beispiel ca. 11000 Sekunden (ca. drei Stunden) und beim vierten Beispiel
18519 Sekunden. Bei Bedarfen Modulo 36 brauchte das dritte Beispiel nur 765
Sekunden und das vierte Beispiel nur 45 Sekunden. Um die Rechenzeit signi-
fikant zu verkiirzen, miisste man das Lineare Programm dekomponieren in ein
Master- und mehrere Subprobleme. Dabei wird das Master-Problem schrittweise

13



aus den Losungen der Subprobleme aufgebaut. Wenn man dann noch in jedem
Schritt auf der alten Losung des Master-Problems vom vorherigen Schritt aufset-
zen kann, erhoht man die Rechengeschwindigkeit enorm. Softwaretechnisch und
auch konzeptionell ist die Dekomposition aber eine sehr anspruchsvolle Aufgabe.
Detallierte Ausfithrungen dazu findet man bei [Des2010].
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